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 4من  1صفحة 

 د 30و سا 04المدة: 
 :الآتیین الموضوعین أحد یختار أن المترشح على 

 الأول الموضوع
                        نقاط) 04(: الأول التمر�ن

 موزعة كما یلي:، مسق بینها �اللّ نفرّ  لاو كر�ات متماثلة   8�حتوي ك�س على 
     2،  1،  1 مرقمة بــ: كر�ات حمراء 3  و   1 ، 1 ، 0 مرقمة بــ: كر�ات ب�ضاء 3 
  2،  1 مرقمتین بــ: و�نخضرا و كر�تین 
 :الآت�ة A  ،B  ،C نسحب عشوائ�ا وفي آن واحد كر�تین من الك�س ونعتبر الحوادث 
  A ″  الحصول على كر�تین من نفس اللون″        ،B ″ على الأقل  الحصول على كر�ة حمراء″ 
  C ″  3الحصول على كر�تین تحملان رقمین مجموعهما �ساوي ″ 
1�ساوي  Aاحتمال الحدث  بیّن أنّ  أ) )1

4
9�ساوي   B وأنّ احتمال الحدث  

14
 

)احسب الاحتمال  ب)   )P C  
 عمل�ة سحب لكر�تین مجموع الرقمین المسجلین علیهما. الذي یرفق �كلّ  Xنعتبر المتغیّر العشوائي )2
}هي  Xق�م المتغیّر العشوائيمجموعة  برّر أنّ  أ)    }1; 2 ; 3 ; 4 
) اتياحسب أمله الر�اض� ثم Xر العشوائيالمتغیّ  ن قانون احتمالعیّ  ب)  )E X 

 نقاط) 04(: الثانيالتمر�ن 
 ( )nu  0 :بـفة المعرّ المتتال�ة العدد�ة 1u   ، nعدد طب�عي ومن أجل كلّ   =
n  ،3nuعدد طب�عي من أجل كلّ  :هبرهن �التراجع أنّ  )1 < 
) بیّن أنّ  )2 )nu تماما متزایدة. 
3( ( )nv المعرّفة على المتتال�ة العدد�ة 3  :بـn nv u= − 

)بیّن أنّ المتتال�ة  أ)     )nv  2هندس�ة أساسها
  0v ُ�طلب تعیین حدّها الأول  3

   ،  nعدد طب�عي من أجل كلّ ثمّ استنتج أنّه:  nبدلالة  nvالعام  عیّن ع�ارة الحدّ  ب)  
limاحسب  جـ)   nn

u
→+∞

     

     ،nمن أجل كلّ عدد طب�عي :نضع )4

   ،nمن أجل كلّ عدد طب�عي :ثمّ بیّن أنّه  nبدلالة  nSاحسب   

 و

22  3
3

n
nu  = − + 

 

1
2 1
3 nnu u+ = +

23 3 4
3n

n
T n  = − +  

 

0 1
... nnS v v v= + + +0 1

... nnT u u u= + + +
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 نقاط) 05(: الثالثالتمر�ن 
  7على 2nبواقي القسمة الإقلید�ة للعدد  nعیّن حسب ق�م العدد الطب�عي أ) )1
 7على  20231444 للعدد الإقلید�ة استنتج �اقي القسمة ب)  

]التي من أجلها �كون:  nعیّن ق�م العدد الطب�عي جـ)   ]3 11962 1444 0 7nn ++ ≡ 
) نعتبر المعادلة )2 )...7 6 4  Ex y−   y و  x ذات المجهولین الصح�حین  =

)الثنائیة  تحققّ أنّ      )4 ; )للمعادلة  حلّ  4 )E  ّحلولها.مجموعة استنتج ثم  
)عیّن الثنائ�ات )3 ) ;x y  حلول المعادلةمن الأعداد الطبیعیة ( )E  والتي تحقّق[ ]32  2 3 7yx+ ≡  

 نقاط) 07( التمر�ن الرا�ع:

Ι ( g على المعرّفة الةلدّ ا] [1 ;− )بـ:  ∞+ ) ( )2 1
1

lng xx x x= + −
+

 

 ( )gC في النقطتین اللتین �قطع حامل محور الفواصل ، تمثیلها الب�اني  
 ( لاحظ الشكل المقابل )  0 و αفاصلتاهما   
)إشارة  xحسب ق�م �قراءة ب�ان�ة ، حدّد  )1  )g x  
0,72: أنّ  قتحقّ  )2  0,71− < < −α  
ΙΙ(  f  ّالمجالعلى فة الة المعرّ الد] [1 ;− ) بـ:  ∞+ ) ( ) ( )2 3 1 3lnf x x x x= + + −   

( )fC المعلم المتعامد والمتجانس إلى الب�اني في المستوي المنسوب تمثیلها( ); , O i j
 

 ) 2cm ( وحدة الطول  

احسب أ)) 1 
1

( )lim
x

f x
−

>
→

  ثمّ فسّر النتیجة هندس�ا.   

[المجالمن  xه من أجل كلّ عدد حق�قي غیر معدوم تحقّق أنّ  ب) [1 ;− +∞   : 

   ( ) ( )32 1 3lnf x x xx
  = + + −    

) :أنّ  ثمّ استنتج   )lim
x

f x
→+∞

= +∞ 

[المجالمن  x عدد حق�قي من أجل كلّ  :هبیّن أنّ  أ) )2  [1 ;− +∞    ،( ) ( ) f gx x=′   
; تماما على متناقصة f أنّ  استنتج ب)    0  α   1كلّ من المجالین  متزایدة تماما علىو ;  − α 0و ;  +∞ 
   fالة الدّ  راتجدول تغیّ  شكّل جـ)   
)ارسم أ) )3  )fC 1 في المجال ; 4  −   : نأخذ ) ( )3 3,5f   ، ( )4 5,7f    و( ) 0,2f α  (  

)التي من أجلها تقبل المعادلة  mم الوس�ط الحق�قيق�ب�ان�ا  عیّن )ب    )f mx  .�الض�طثلاثة حلول  =

 4( F  ّفة على المجالمعرّ ال الةالد] [1 ;− )  :بــ  ∞+ ) ( )2 2( )  3 2 ln 1 2  2 F x x x x x x= + + + − − 

[المجالعلى  fالة أصل�ة للدّ  Fتحقّق أنّ  أ)     [1 ;− +∞              
)المنحنيد �ز المستوي المحدّ مساحة الحیّ  A �السنت�متر المرّ�ع استنتج )ب    )fC  ها تمعادلاات التي المستق�مو 

       0y =  ،x =α   0وx =                                                            

) تحقّق أنّ  جـ)   )2 2 6 4 mc= +α αA                                                    ولانتهى الموضوع الأ 

 4من  2صفحة 
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 الموضوع الثاني
  نقاط) 04(: الأول التمر�ن

 موزعة كما یلي:، مسبینها �اللّ ق نفرّ  لاو متماثلة  ةكر�ّ   11�حتوي ك�س على 
   2تحمل الرقم كر�ات  5   و       1تحمل الرقم كر�ات  3    ،       0تحمل الرقم كر�ات  3 
 :الآت�ة A  ،B  ،Cالحوادث نسحب عشوائ�ا وفي آن واحد كر�تین من الك�س ونعتبر  
  A ″ أوّلي  عدد الحصول على كر�تین رقم كلّ منهما″    ،  B ″  الحصول على كرّ�ة واحدة تحمل رقما فرد�ا″ 
  C ″  الحصول على كر�تین جُداء رقمیهما معدوم″ 
2�ساوي  Aاحتمال الحدث  بیّن أنّ  أ) )1

11
24�ساوي   B وأنّ احتمال الحدث  

55
 

)احسب الاحتمال  ب)   )P C  
 الذي یرفق �كل عمل�ة سحب لكر�تین جُداء الرقمین المسجلین علیهما. Xنعتبر المتغیّر العشوائي )2
}هي  Xق�م المتغیّر العشوائيمجموعة  برّر أنّ  أ)     }0;1; 2 ; 4 
) اتياحسب أمله الر�اض� ثم Xر العشوائيالمتغیّ  ن قانون احتمالعیّ  ب)   )E X 
6 ″  احسب احتمال الحدث:جـ)    2023Xe + < ″        

 نقاط) 04(: الثانيالتمر�ن 
 مع التبر�ر. الآت�ةالصح�ح الوحید من بین الاقتراحات الثلاثة في كل حالة من الحالات  حعیّن الاقترا

2y المعادلة التفاضل�ة حلّ  )1 y= ) الذي �حقّق  ′− )0 1446y   بـ: المعرّفة على h الةهو الدّ  =
) أ)    ) 1444  2xh x e= ) ب)             − ) 1444  2xh x e= ) جـ)             + ) 1444  2xh x e−= +   
2 (( )1lim ln ln

x
x x x

→+∞
  − + −  :تساوي  +

 ∞− )جـ                               ∞+ )ب                                 0 أ)   

)حیث  Iالعدد الحق�قي  )3 )2
0
ln

 1  xI e dx−=  �ساوي: ∫+

1 أ)    22 ln+                         (1 ب 22 ln−                         (1 جـ 22 ln− +   

)،  1أكبر تماما من  nطب�عي عددكلّ من أجل  )4 )2 22 3 ; PGCD n n n n+  �ساوي: +

 2n )جـ                                 n )ب                                  1 أ)   

     نقاط) 05(: الثالثالتمر�ن 

( )nu  0 :بـفة المعرّ المتتال�ة العدد�ة 1u n ، 1عدد طب�عي ومن أجل كلّ   =
11

3 1n
n

u u+ = −
+

 

n  ،2عدد طب�عي من أجل كلّ  :هبرهن �التراجع أنّ  )1
3nu > 

) بیّن أنّ  )2 )nu تماما ناقصةمت. 
 4من  3صفحة 
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3( ( )nv المعرّفة على المتتال�ة العدد�ة 23  :بـn
n

v u= − 

)بیّن أنّ المتتال�ة  أ)     )nv  1هندس�ة أساسها
3

  0v ُ�طلب تعیین حدّها الأول  

   ،  nعدد طب�عي من أجل كلّ ثمّ استنتج أنّه:  nبدلالة  nvالعام  عیّن ع�ارة الحدّ  ب)  
limاحسب  جـ)   nn

u
→+∞

 

n  ،0من أجل كلّ عدد طب�عي :نضع )4 1
... nnS v v v= + + و     +

0 1

2 2 2...n n
T u u u= + + +  

n،  113من أجل كلّ عدد طب�عي :ثمّ بیّن أنّه  nبدلالة  nSاحسب     3
2 3n

n
T n   = + +     

   

 نقاط)   07( التمر�ن الرا�ع:

Ι( الة لدّ ُ�مثّل تغیّرات ا المقابل جدولالg  ّعلىفة المعر :بـ       
  ( ) ( )1 2 1 xg x x e= − + −   
)المعادلة  أنّ  أثبت )1   ) 0g x  حیث  αتقبل حلا وحیدا  =

      0,7 0,8< <α 
)إشارة  xاستنتج حسب قیم  )2   )g x على 
ΙΙ(  f  ّعلىفة الة المعرّ الد  :بـ ( ) ( )4 2 3 xf x x x e= − + + −   
 ( )fC المتعامد والمتجانسالمعلم  إلى الب�اني في المستوي المنسوب تمثیلها( ); , O i j

 
   

)احسب  أ)) 1  )lim
x

f x
→−∞

) ثمّ بیّن أنّ:   )lim
x

f x
→+∞

= +∞ 

) بیّن أنّ المستق�م ب)    4yذا المعادلة  ∆( x= − )مقارب مائل لـ  + )fC  عند−∞ 
)ادرس وضع�ة  جـ)    )fC النس�ة إلى�( )∆ 
)، xكلّ عدد حق�قي بیّن أنّه: من أجل )أ )2  ) ( ) f gx x=′ 
[تماما على متناقصة f أنّ  استنتج ب)    ] ;−∞ α  تماما على متزایدةو[ [ ;+∞α  ّها.راتجدول تغیّ  شكّلثم   
)أثبت أنّ  أ) )3  )fC قبل مماسا�( )T  یوازي(  ُ�طلب تعیین معادلة له. ∆(

) ارسم ب)    )∆ ،( )T و( )fC    : نأخذ ) ( )2 9,4f    و( ) 0,1f α  (  
)التي من أجلها تقبل المعادلة  mم الوس�ط الحق�قيق�ب�ان�ا  عیّن )جـ    ) mf x x= −  .�الض�طحلّین  +
 4( F  ّفة علىمعرّ ال الةالد  :بـ ( )( ) 2 5 xF x x e= − + 

) الةأصل�ة للدّ  Fتحقّق أنّ  أ)     )2 3 xx x e− + على   
)ـد بز المستوي المحدّ مساحة الحیّ  استنتج )ب    )fC  مات التي معادلاتهاالمستق�و 

        4y x= − + ، 1x = 0x و − = 
 ثانيانتهى الموضوع ال

2
13
3

n nu =
 −  
 

 4من  4صفحة 



 2023 �كالور�ا تقني ر�اضي .  الشع�ة       .مادة الر�اض�ات      .جا�ة النموذج�ةلإا

 ( الموضوع الأول ) عناصر الإجا�ة
 العلامة

 مجموع مجزأة

 نقاط ) 04التمر�ن الأول ( 
 
 
1 

) أ) )
2 2 2
3 3 2

2
8 4

1C C C
P A

C
+ +

= =   

  ( ) ( )
2
5
2
8

91 1
14

CP B P B
C

= − = − =     

0.5 + 0.25 
 

0.5 + 0.25 2 
 

) ب) )
1 1
5 2

2
8 14

5C CP C
C
×

= =    0.25 × 2 

 
2 

}تبر�ر عناصر المجموعة  أ)  }1; 2 ; 3 ; 4 0.5 

2 

 قانون الاحتمالب) 

  

 

 
0.25 × 4 
 
 
 

 0.5 
 

 نقاط ) 04التمر�ن الثاني ( 

1 
 التحقق من صحّة الخاص�ة الابتدائ�ة :ن �التراجعارهبال 

 الخاص�ة وراث�ة ) إث�ات صحّة الاستلزام ( إث�ات أنّ  

0.25 
 

 
0.75 

1 

) ، من nمن أجل كلّ  2 )1
1  33n nnu u u+ − = − )ومنه − )nu 0.25 0.25 متزایدة تماما 

 

3 

  ،1من nكلّ  من أجل أ)  
2
3 nnv v+ =   

     0 2v = −  

0.75 
 

 
0.25 

n ،22عدد طب�عي من أجل كلّ  ب) 1.75
3n

n
v  = −  

 
22 و    3

3
n

nu  = − + 
 

  0.25 × 2 

lim جـ) 3nn
u

→+∞
2limلأنّ  = 0

3
n

n→+∞
  = 
 

 0.25 

 

4 
 

1 1
0

21 6 1
31n

n nqS
q

v
+ +−   = = − −   −   

  

 ( )
12 23 1 6 1  3 3 3 3 4

3 3nn
nn

T S n n n
+

+
    = + = − − + + = − +        

 

0.75 
 

 
0.25 

 
 
 
 

1 
 
 
 
 

( ) 9
4

XE =

 6من  1صفحة 
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 نقاط ) 05التمر�ن الثالث ( 
 
 
 

1 
 
 

]أ)   ]02 1 7≡  ،[ ]12 2 7≡      ،[ ]22 4 7≡    ،[ ]32 1 7≡ 
     
 

 

0.75 × 2 

] لدینا ب) 3 ]1444 2 ] ومنه ≡7 ]2023 1 ] وعل�ه ≡3 ]20231444 2 7≡  0.25 × 3 

] جـ) ]1962 2 7n n≡  و[ ]3 11444 2 7n+ ≡  
    [ ]3 11962 1444 0 7nn ++ ]معناه  ≡ ]2 2 0 7n + ] أي ≡ ]6 7n ≡ 

7 وعل�ه     6n α= αمع    + ∈ 

0.25 
 

0.25 
 

0.25 

 

2 

)لدینا ) ( )7 4 6 4 4 − ) ومنه = )4 ; ) حلّ للمعادلة 4 )E 

)لدینا ) ( )
7 6 4
7 4 6 4 4 

x y− =
 − =

) ومنه   ) ( )7 4 6 4x y− = − 

)هي  حلولالمجموعة و�استعمال مبرهنة غوص:  ){ }6 4 ; 7 4 /k k k+ + ∈ 

0.5 
 
 

0.5 
 

0.5 

1.5 

 
3 

[ ]32  2 3 7yx+ ] معناه ≡ ]13 7 42  2 1 2 7kkx +++ ≡ ] ومنه ، + ]2 1 7k ≡ 
3k و�التالي λ= ،وعل�ه( ) ( ){ }; 18 4 ; 21 4 /x y λ λ λ∈ + + ∈ 

0.25 
 
 

0.25 

0.5 

 نقاط ) 07التمر�ن الرا�ع ( 
Ι (1( إشارة ( )g x  

 0.75 0.75 

   2( ( )0,72 0,025g −    و( )0,71 0,027g − −  
)ومنه    ) ( )0,72 0,71 0g g− × − <  

0.5 0.5 

ΙΙ (1(  (أ 
1

( )lim
x

f x
−

>
→

= 1x، المستق�م ذو المعادلة   ∞− = )مقارب لـ − )fC 0.25+0.25 
1 

) ب) ) ( )32 1 3lnf x x xx
  = + + −    

)ومنه     )lim
x

f x
→ ∞+

= +∞ 0.25+0.25 

   
 
  2( 

[المجالمن  x من أجل كلّ    )أ  [1 ;− +∞    ،( ) ( ) f gx x=′   0.75 

2 

; متناقصة تماما على f  ب) 0  α   
; 1كلّ من المجالین  متزایدة تماما علىو        − α 0و ;  +∞ 

0.25 
 

0.25 

 جدول التغیّرات جـ)
 
 

0.75 

 6من  2صفحة 
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 ق الصح�حة الأخرى مع التقیّد التام �سلم التنق�طائملاحظة: تُقبل وتُراعى جم�ع الطر 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
3( 

 الرسم: أ)
 
 
 
 
 
 
 
 

0.75 
1 

)المعادلة  ب) )f mx )أجل من  �الض�طتقبل ثلاثة حلول  = )0 m f α< < 0.25 

 
4( 

;1من xمن أجل كلّ   أ)     − +∞  ،( ) ( )F fx x′ = 1 

1.75 
) ب) ) ( ) ( ) ( )2 20 2  2  3 2 1ln .F F u aαα α α α α = − = + − + + +    A  0.25+0.25 

) :) لدیناجـ ) ( )
1

12
ln αα

α
+ =

+
)  :ومنه   )2 2 6 4 mc= +α αA  0.25 

 6من  3صفحة 
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 ) الثاني( الموضوع  عناصر الإجا�ة
 العلامة

 مجموع مجزأة

 نقاط ) 04التمر�ن الأول ( 
 
1 

) أ) )
2
5
2
11 11

2CP A
C

= =   

 ( )
2 1
3 8

2
11 55

24C C
P B

C
×

= =       

0.5 + 0.25 
 
 

0.5 + 0.25 2 
 

) ب) )
21 1

3 8 3
2
11

27
55

C C C
P C

C
× +

= )أو    = )
2
8
2
11

27
55

1
C

P C
C

= − = 0.25 × 2 

 

2 

}تبر�ر عناصر المجموعة  أ)  }0;1; 2 ; 4 0.5 

2 

 قانون الاحتمالب) 
4 2 1 0 ix 

10
55 15

55
 3

55
 27

55
 ( )X iP x= 

   ( ) 73
55

XE =  

 
0.25 × 4 
 
 

 
0.25 

) جـ) ) ( ) ( )6 6
11

2023 0 1X X XP P Pe + = + =< = = 0.25 

 نقاط ) 04التمر�ن الثاني ( 
)لأنّ    )بهو  حصح�الاقتراح ال 1 )  2xkh x e= )و  + )0 1446h = 0.5  +0.5 01 

)لأنّ  جـ)صح�ح هو الاقتراح ال 2 )1 1lim ln ln lim ln
x x

x x xx x x→+∞ →+∞

 
   =   
 

− + − + − +
+

 0.5  +0.5 01 

3 
)لأنّ  هو أ)صح�ح الاقتراح ال )2

0

ln 2ln
 

0
1  = xxI e dx e x− −
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 نقاط ) 07التمر�ن الرا�ع ( 
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